
TITLUL PROIECTULUI: TRANZISTOR CILINDRIC NANOMETRIC IN FORMALISMUL
LANDAUER-BÜTTIKER
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Noi concepte dezvoltate recent in tehnologia actuala au facut posibila producerea tranzistorilor cu efect de
camp cu simetrie cilindrica la scara nanometrica [1, 2]. Caracterul 1-dimensional al acestor dispozitive electronice
confera o serie de avantaje fata de corespondentii planari, mai ales in raport cu scalarea la dimensiuni mici:
curent sursa-drena sporit in regim de conductie si mai redus in regim de blocare, datorita unui mai bun control
electrostatic al portii cilindrice.

La temperaturi joase, lungimea de coerenta devine mai mare decat dimensiunea regiunii active si astfel
curentul balistic devine dominant. In aceste conditii, caracteristica I-V este obtinuta rezolvand self-consistent
sistemul de ecuatii Schrödinger-Poisson, care constituie o sarcina dificila din punct de vedere numeric pentru
sisteme cuantice deschise in doua sau mai multe dimensiuni.

In literatura se pot indica cateva modele teoretice [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] care descriu electrostatica si
caracteristica I-V in nanofire cilindrice. Pentru a determina densitatea de sarcina mobila, se pot considera unele
simplificari in abordari semi-clasice [5, 6, 8], analitice [9], in timp ce in alte lucrari se folosesc functiile Green de
neechilibru [3, 7, 10]. In multe alte studii care privesc transportul balistic, functiile de imprastiere ale sistemului
cuantic deschis sunt obtinute folosind “quantum boundary transmitting method” [11, 12, 13].

Pentru a calcula self-consistent distributia de sarcina si potentialul structurii, este necesara determinarea
functiilor de unda de imprastiere. In cadrul acestui proiect, acestea sunt calculate eficient folosind formalismul
matricii R, pentru un set larg de energii. Formalismul matricii R a fost pentru prima data utilizat de Wigner si
Eisenbud in domeniul fizicii nucleare pentru a descrie procese de imprastiere. Mai tarziu, in anii 90’ metoda s-a
dovedit utila si in fizica semiconductorilor in cazul transportului mezoscopic, in contexul utilizarii formalismului
Landauer-Büttiker pentru sisteme multi-canal, multi-terminal.
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Figura 1: Tranzistor cilindric nanometric cu poarta cilindrica. Poarta centrala controleaza regiunea intrinseca.
Celelalte doua porti, corespunzatoare contactelor de sursa/drena, pot fi introduse pentru a reduce efectul portii
centrale in cele doua contacte.

Din punct de vedere tehnologic, exista diferite abordari in producerea tranzistorilor cilindrici cu efect de
camp. Structura considerata (Fig. 1) capteaza toate elementele esentiale: regiunile cu dopare n++ care co-
respund contactelor de sursa/drena sunt separate de o regiune scurta de semiconductor intrinsec, care este
controlata electrostatic de potentialul aplicat pe poarta cilindrica.

Obiectivul unic al prezentei etape este:

Obtinerea functiilor de imprastiere pentru potentialul radial simetric al tranzistorului,

care a fost atins prin indeplinirea urmatoarelor activitati stiintifice:

1) Obtinerea dezvoltarii potentialului si a Hamiltonianului pentru problema radial simetrica;
2) Obtinerea matricii S cu ajutorul formalismului matricii R pentru geometria cilindrica;
3) Elaborarea codului C/MPI pentru a obtine transmisiile si functiile de imprastiere.

In continuare este prezentata o sinteza a rezultatelor pentru fiecare din activitati.
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Figura 2: Sectiune in planul (r, z) a structurii radial simetrice, pentru r ≥ 0. Regiunea de imprastiere (r ≤ R
and −Z ≤ z ≤ +Z, marcata de linia punctata) cuprinde o parte a semiconductorului dopat n++ si regiunea
intrinsica. Conditiile la limita pentru ecuatia Poisson vor fi aplicate pe linia poligonala intrerupta.

1) Obtinerea dezvoltarii potentialului si a Hamiltonianului pentru problema radial simetrica

Sistemul analizat este prezentat schematic in Fig. 2. Tranzistorul este simetric in raport cu planul z = 0 si
radial simetric in raport cu axa z.

Metoda matricii R presupune spatiul considerat in simulare divizat in doua regiuni: o regiune interna,
corespunzatoare regiunii de imprastiere (r ≤ R si −Z ≤ z ≤ +Z) si o regiune externa (r ≤ R si z < −Z, pentru
sursa, z > +Z, pentru drena), corespunzatoare lead-urilor semi-infinite. Acestea din urma sunt invariante la
translatie, iar potentialul perpendicular de confinare determina spectrul discret ce corespunde diferitelor canale
pe care electronii se pot propaga in lungul firului. In general, pentru un potential arbitrar in regiunea de
imprastiere, electronii vor fi imprastiati de pe un canal pe oricare altul, cu o probabilitate ce se determina cu
ajutorul matricii de imprastiere S. Formalismul matricii R introduce o relatie explicita de calcul a matricii S,
din care se determina atat coeficientii de transmisie, cat si functiile de unda.

Pentru sistemul considerat, functiile de unda sunt solutii ale ecuatiei Schrödinger stationare[
− h̄2

2m∗
4+W (~r)− E

]
Ψ(~r;E) = 0, (1)

unde m∗ este masa efectiva. Banda interzisa mare a izolatorului ce inconjoara firul implica cu o buna aproximatie
Ψ(r = R) = 0. Datorita simetriei la rotatie, avem W (~r) = W (r, z) iar solutia poate fi scrisa:

Ψm(r, z, θ;E) =
eimθ√

2π
ψm(r, z;E), (2)

unde m = 0,±1,±2, . . . este numarul cuantic magnetic. Fiecare index m defineste o problema 2-dimensionala
in coordonate (r, z). Folosind metoda separarii variabilelor, se obtine:[

− h̄2

2m∗

(
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
− m2

r2
+

∂2

∂z2

)
+W (r, z)− E

]
ψm(r, z;E) = 0. (3)

Pentru calculul matricii R este necesara rezolvarea problemei Wigner-Eisenbud, asociata regiunii de impras-
tiere. Aceasta este similara ecuatiei (3):[

− h̄2

2m∗

(
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
− m2

r2
+

∂2

∂z2

)
+W (r, z)− Elm

]
χlm(r, z) = 0, (4)

cu exceptia conditiilor la capete impuse la interfata cu lead-urile sursa/drena, care sunt:[
∂χlm
∂z

(r, z)
]
(z=±Z)

= 0. (5)

Asadar, spre deosebire de problema de imprastiere (3) in care conditiile la frontiera regiunii de imprastiere
(interfetele cu cele doua lead-uri) nu sunt cunoscute a priori, acum conditiile impuse pentru problema auxiliara
Wigner-Eisenbud sunt cunoscute.

Functiile si energiile Wigner-Eisenbud au fost obtinute numeric, prin diagonalizarea matricii Hamiltonianului
folosind baza ortonormata wij(r, z) = ui(r)vj(z):

ui(r) =
√

2
RJp+1(αip)

Jp

(
αip

r

R

)
vj(z) =

{
1√
2Z
, j = 0

1√
Z

cos
[
jπ
2Z (z + Z)

]
, j 6= 0

. (6)

2



unde Jp(r) este functia Bessel de ordin p, cu zerourile αip. Numeric, s-a considerat p = 0, in timp ce dezvoltarea
potentialului a fost realizata cu Nbr, Nbz componente de baza, pentru directiile r si z, respectiv. Se observa
faptul ca functiile vj(z) respecta conditiile la capete impuse (ec. (5)).

Pentru calculul elementelor de matrice ale Hamiltonianului 2-dimensionalHrz din ecuatia (4), 〈wi′j′ |Hrz|wij〉,
s-au calculat analitic derivatele ∂/∂r, ∂2/∂r2, ∂2/∂z2 aplicate elementelor din baza:

∂2

∂r2
ui(r) =

[
1
r
J1

(
αi0

r

R

)
− αi0

R
J0

(
αi0

r

R

)] √
2αi0

R2J1(αi0)

∂

∂r
ui(r) = −

√
2αi0

R2J1(αi0)
J1

(
αi0

r

R

)
1
r2
m2ui(r) =

√
2

RJ1(αi0)
m2 1

r2
J0

(
αi0

r

R

)
∂2

∂z2
vj(z) =

{
0, j = 0
−
(
jπ
2Z

)2 1√
Z

cos
[
jπ
2Z (z + Z)

]
, j 6= 0

. (7)

Cu ajutorul ecuatiilor (7) s-au obtinut elementele de matrice ale Hamiltonianului rezolvand numeric inte-
gralele aferente.

2) Obtinerea matricii S cu ajutorul formalismului matricii R pentru geometria cilindrica

Functiile χlm(r, z) si valorile proprii Elm corespunzatoare problemei Wigner-Eisenbud formulate in ecuatiile
(4) si (5) au fost determinate numeric folosind proceduri din pachetul LAPACK. Cu ajutorul acestora, s-a definit
cate o matrice R pentru fiecare numar cuantic m:

Rsnm,s′n′m(E) = − h̄2

2m∗

∞∑
l

χ̃l,snmχ̃l,s′n′m
E − Elm

, (8)

unde coeficientii χ̃l,snm sunt determinati de

χ̃l,snm =
∫ R

0

dr′ r′ χlm(r, (−1)sZ) Φnm(r′), (9)

iar functiile Φnm(r) sunt solutii ale ecuatiei Schrödinger radiale in lead-ul s, unde potentialul este constant in
directia z (W (r, z) = W S/D(r) pentru z < −Z si z > +Z):[

− h̄2

2m∗

(
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
− m2

r2

)
+W S/D(r)− Enm⊥

]
Φnm(r) = 0. (10)

Modurile Φnm(r) si energiile perpendiculare corespunzatoare, Enm⊥ definesc canalele pe care se propaga electronii
in fiecare lead. Vectorii de unda in lungul axei z, in lead-ul s, corespunzator numerelor cuantice radial n si
unghiular m, se scriu: ksnm = h̄−1

√
2m∗(E − Enm⊥ ).

Relatia dintre matricile R si S se scrie in forma compacta [16]:

S = −
1 + i

m∗Rk
1− i

m∗Rk
, (11)

unde (k)snm,s′n′m = ksnmδss′δnn′ este o matrice diagonala.
Avantajul numeric al acestei abordari devine clar in contextul calculelor self-consistente in care este necesara

determinarea matricii S pentru un set larg de energii. Astfel, intr-un prim pas, independent de energie, se rezolva
problema Wigner-Eisenbud, care reprezinta partea cea mai mare a efortului numeric (diagonalizarea matricii
Hamiltonianului). In al doilea pas, matricea R este construita conform relatiei (8) cu un efort neglijabil pentru
fiecare din energiile E considerate, iar matricea S este determinata inversand matricea [1− i/m∗Rk], care are
o cardinalitate data de numarul canalelor considerate.

3) Elaborarea codului C/MPI pentru a obtine transmisiile si functiile de imprastiere

Transmisia totala intre doua contacte se determina cu ajutorul matricii S: Tss′(E) =
∑
i,i′ |S̃νν′(E)|2, unde

S̃ = k1/2Sk−1/2, ν = snm, iar suma se face numai peste canalele deschise (vectori de unda kν reali).
Considerand potential constant in lungul celor doua lead-uri, W (r, z) = W S/D(r) pentru z < −Z si z > +Z,

functiile de unda in lead-ul s se scriu:
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ψ
(1)
nm,S(r, z;E) =

1√
2Lz

eik1nm(z+Z) Φnm(r)

+
1√
2Lz

∑
n′

St1nm,1n′m(E) e−ik1n′m(z+Z) Φn′m(r)

ψ
(1)
nm,D(r, z;E) =

1√
2Lz

∑
n′

St1nm,2n′m(E) eik2n′m(z−Z) Φn′m(r)

ψ
(2)
nm,D(r, z;E) =

1√
2Lz

e−ik2nm(z−Z) Φnm(r)

+
1√
2Lz

∑
n′

St2nm,2n′m(E) eik2n′m(z−Z) Φn′m(r)

ψ
(2)
nm,S(r, z;E) =

1√
2Lz

∑
n′

St2nm,1n′m(E) e−ik1n′m(z+Z) Φn′m(r), (12)

pentru particule care vin dinspre sursa sau drena (directia este indicata prin indexul superior 1 sau 2).
Functiile de unda in regiunea de imprastiere (SR), pentru particule ce provin din contactele sursa/drena se

pot scrie [14] (vezi Appendix C) in functie de derivatele lor normale la interfetele cu cele doua lead-uri. Folosind
relatia de continuitate la interfertele sursa/drena si ecuatia (12) se obtine:

ψ
(1)
nm,SR(r, z;E) =

i√
2Lz

∑
n′

[δnn′ − St1nm,1n′m(E)] k1n′m R̃1n′m(r, z;E)

+
−i√
2Lz

∑
n′

St1nm,2n′m(E) k2n′m R̃2n′m

ψ
(2)
nm,SR(r, z;E) =

−i√
2Lz

∑
n′

St2nm,1n′m(E) k1n′m R̃1n′m

+
i√
2Lz

∑
n′

[δnn′ − St2nm,2n′m(E)] k2n′m R̃2n′m(r, z;E),

(13)

cu

R̃snm(r, z;E) =
∫ R

0

dr′ r′ Rm(r, z, r′, (−1)sZ) Φnm(r′). (14)

Normarea functiilor de unda se poate scrie formal:∫ R

0

dr r

∫ 2π

0

dθ

∫ +Lz

−Lz

dz |Ψ(s)
nm(r, θ, z;E)|2 = 1. (15)
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Figura 3: Transmisia modului m = n = 0 ca functie de energia totala E pentru un sistem test descris in text.

Pentru a testa codul numeric dezvoltat pentru problema 2-dimensionala, s-au comparat rezultatele obtinute
pentru transmisie in cazul unui sistem ce poate fi evaluat analitic: transmisia peste o bariera rectangulara
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(W (r, z) = 0.1eV , pentru −Z/2 < z < +Z/2 si W (r, z) = 0eV in rest), cu R = 5nm, Z = 20nm, masa
efectiva m∗ = 0.24m0 (vezi Fig. 3). Curba de referinta 1-dimensionala a fost translatata cu energia primului
mod perpendicular m = n = 0. Pentru sistemul considerat, potentialul in cele doua lead-uri este constant nul si
energiile modurilor sunt date de Enm⊥ = h̄2/2m∗(αnm/R)2, unde αnm este zeroul de ordin n al functiei Bessel de
ordin m. Energia primului mod este E00

⊥ = 0.036eV . Functiile de unda de imprastiere corespunzatoare regiunii
de tunelare si a primelor trei maxime in transmisie sunt reprezentate in Fig. 4. Teste similare s-au efectuat si
pentru alte sisteme cu potential neseparabil.
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Figura 4: Functii de unda de imprastiere (valoare absoluta) pentru modul perpendicular incident corespunzator
m = 0, n = 0, incident din sursa (stanga) avand energia totala (E): 0.130 eV (a), 0.141 eV (b), 0.152 eV (c),
0.173 eV (d). (a) corespunde tunelarii, si deci unui coeficient de reflexie mare ≈ 1. (b)-(d) corespund primelor
3 maxime in transmisie, observandu-se aparitia rezonantelor Fabry-Perot in regiunea barierei, −10nm < z <
+10nm.

In contextul calculelor self-consistente, este necesar ca functiile de unda sa fie determinate pentru un numar
mare de energii ale particulelor incidente, pentru diferite numere cuantice m corespunzatoare fiecarei probleme
2-dimensionale. Pentru a scurta timpul de executie, codul numeric scris in limbajul de programare C utili-
zeaza comenzi MPI (Message Passing Interface) pentru a calcula in paralel functiile de unda. Structura codului
C/MPI este de tip master-worker in care nodul central master distribuie problemele 2-dimensionale catre ce-
lelalte noduri disponibile, de tip worker. Pe sistemul multi-procesor utilizat a fost instalat sistemul de operare
linux Debian 5.0/lenny, cu pachetele necesare calculului numeric paralel: LAM (Local Area Multicomputer),
LAPACK (Linear Algebra Package), GSL (Gnu Scientific Library).

Concluzii
Obiectivul unic al acestei etape a fost realizat in totalitate, obtinandu-se functiile de imprastiere pentru

potentialul radial simentric al tranzistorului. In acest scop, au fost obtinute elementele de matrice ale Hamil-
tonianului, matricea S cu ajutorul formalismului matricii R si a fost elaborat codul C/MPI pentru obtinerea
transmisiilor si functiilor de unda.

Rezultatele se regasesc in lucrarea ”Self-consistent potentials and linear regime conductance of cylindrical
nanowire transistors in the R-matrix formalism”, acceptata1 spre publicare in Journal of Applied Physics, vol.
106 (12), 2009.
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